
建國中學數學推理思考研究社
課程講義（110年9月~111年1月）

目錄

➢算幾不等式 第1頁

➢平面國 第2頁

➢鑲嵌藝術 第2頁

➢尺規－－正十七邊形 第3頁

➢摺紙－－作圖三大難題 第5頁

➢尤拉多面體公式 第5頁

➢柏拉圖正多面體 第5頁

➢資料參考 第6頁

17屆副社 洪肇澤 編
社團指導教師 王志傑老師

（明道樓2樓）
IG社帳 @ckhs_mlc_17



廣義算幾不等式

➢在數學上，對於數列𝑥1、𝑥2、𝑥3、𝑥4、⋯、𝑥𝑛，其和除以其個數（即
𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4+⋯+𝑥𝑛

𝑛
）

稱為該數列的算術平均數，以𝐴𝑛表示；其積開個數次方根（即𝑛 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 ⋅ 𝑥4…𝑥𝑛）
則稱為該數列的幾何平均數，以𝐺𝑛表示。而這兩種平均數間存在著𝐴𝑛 ≥ 𝐺𝑛的關係，稱
為算幾不等式。

➢命題𝑃𝑛：對於n個正整數，𝐴𝑛 ≥ 𝐺𝑛恆成立。

➢證明法1（法國數學家柯西於1821年在其著作《分析教程》中給出的逆向歸納證明）

➢證明法2（P. H. Diananda在1960年發表於《美國數學月刊》的數學歸納法證明）

➢其他證明：亦可利用二項式定理、琴生不等式或排序不等式來證明算幾不等式。
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鑲嵌藝術

第2頁

平面國THE FLATLAND

➢我遇見一個「正方形」，他告訴我在他的世界裡只有平面的兩維世界的存在，但是在他遇到
一位從立體國來的「球體」之前，他從不曉得世界不只兩維，還有一維、三維、甚至四維以
上的空間。以上是我對這本《平面國》小說的最簡單的介紹。這真的是一本相當有趣的科幻
小說，寫在距今130年前，作者為當時英國著名的神學家愛德溫•A•艾勃特（Edwin Abbott 
Abbott），他用一個很單一、簡化的世界觀展開，卻試圖講敘多元世界與思維，以及在這個
平面世界裡各種荒謬的社會現象。這部含有警世意味濃厚的諷刺科幻小說，作者寫作的時空
背景是在英國維多利亞時期，對社會階級劃分嚴明的時代，一個世紀多後再回來看這部小說，
卻發現當中所隱喻的社會階級制度、女性議題、社會革命、權力關係等，都和身處二十一世
紀的社會沒什麼兩樣。

➢《平面國》分成二部分：世界、其他維度世界。第一部「世界」，由主角「正方形」介紹他
所居住的二維世界平面國，例如在平面國裡有直線、三角形、正方形、五邊形、六邊形及其
他各種圖形，社會最底層為「等腰三角形」，只要夠努力，會慢慢變形為中產階級的「正三
角形」。在平面國裡，越多邊代表階級越高，其中最高階級，也凌駕一切之上的至尊則為
「圓形」（祭司）。平面國的人因為只能像在一張無邊無際的紙張上，前後左右移動，並沒
有上下的空間概念，自然也無法體會三維空間的世界。因此，第二部分「其他維度世界」，
就是主角「正方形」夢見一維的直線國，以及遇見三維空間的球體來跟他解釋立體國的存在。

➢有趣的是，作者鋪陳的一維直線國無法理解二維平面國的世界，二維平面國無法理解三維的
立體國，直到最後「正方形」終於理解三維世界的關鍵密碼：「向上移動，不是向北移動」，
他才能從空間中去俯瞰自己原來所處的世界。這就好比我們都活在既定的框架之中，很難跳
脫，如果這個社會有人打破框架，跳出來告訴大家另一種思維，有時反而被社會視為異類或
異端。本書譯者賴以威就最末寫到：對平面國的人而言，不管是任何形狀看出去都是一條線，
因此他們只透過嗅覺、觸覺、聽覺等三種方式來分辨不同階級的人。雖然他們的「肉眼」只
能看見東南西北，但確擁有一個長在「面」上的「心眼」，可以看見不同幾合形狀的差異。
賴以威認為，「這不就隱喻了我們一直誤以為的人與人相等的錯誤假設，實際上不平等的不
只是社會階級，可能還包括思維、個性、價值觀等。」這部在1884年就寫完的《平面國》，
具有科幻、神學、哲學等深遠的義含，長度屬於中篇小說，故事以簡單的幾合圖形、數學面
向、神學反映人類所處的維度空間，有非常深遠的審視。一開始閱讀也許需要一些時間進入
情節，但越到後面越引人省思，直到閱畢那些種種隱喻與反諷都啟發我們更多層次的思考。

➢老實說，看這本科幻小說，需要有點「悟性」！但絕對值得，也精采可期。



正十七邊形尺規作圖

➢一七九六年的一天，德國哥廷根大學，高斯吃完晚飯，開始做導師單獨佈置給他的每
天例行的三道數學題。前兩道題在兩個小時內就順利完成了。第三道題寫在另一張小
紙條上：要求只用圓規和一把沒有刻度的直尺，畫出一個正十七邊形。他感到非常吃
力。時間一分一秒地過去了，第三道題竟毫無進展。高斯絞盡腦汁，但他發現，自己
學過的所有數學知識似乎對解開這道題都沒有任何幫助。困難反而激起了他的鬥志：
我一定把它做出來！他拿起圓規和直尺，他一邊思索一邊在紙上畫著，嘗試著用一些
超常規的思路去尋求答案。當窗口露出曙光時，高斯長舒了一口氣，他終於完成了這
道難題。見到導師時，高斯有些內疚和自責。他對導師說：「您給我布置的第三道題，
我竟然做了整整一個通宵，我辜負了您對我的栽培……」導師接過學生的作業一看，
當即驚呆了。他用顫抖的聲音對高斯說：「這是你自己做出來的嗎？」高斯有些疑惑
地看著導師，回答道：「是我做的。但是，我花了整整一個通宵。」導師請他坐下，
取出圓規和直尺，在書桌上鋪開紙，讓他當著他的面再做出一個正十七邊形。高斯很
快做出了一個正十七邊形。導師激動地對他說：「你知不知道？你解開了一樁兩千多
年歷史的數學懸案！阿基米德沒有解決，牛頓也沒有解決，你竟然一個晚上就解出來
了。你是個真正的天才！」原來，導師也一直想解開這道難題。那天，他是因為失誤，
才將寫有這道題目的紙條交給了學生，而高斯就這樣把它給解決了。

➢規矩數（又稱可造數）是指可用尺規作圖方式作出的實數。在給定單位長度的情形下，
若可以用尺規作圖的方式作出長度為a的線段，則a就是規矩數。

➢正十七邊形尺規作圖之可行性：cos
2𝜋

17
是規矩數。

➢法1
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正十七邊形尺規作圖

➢法2

➢正十七邊形尺規作圖之過程。

➢法1：https://reurl.cc/Ok6WZR

➢法2
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1.作一單位圓O及一對互相垂直的直徑𝐴𝐵與𝐶𝐷。

2.在圓O過點D的切線上作一點E，使得點E與點A在直線𝐶𝐷的異側且𝐷𝐸 =
1

4
。

3.在直線𝐷𝐸上作點F與點G，使得𝐸𝐹 = 𝐸𝐺 = 𝐸𝑂且點F與點D在點E的同側。
4.在直線𝐷𝐸上作點H與點K，使得𝐹𝐻 = 𝐹𝑂、 𝐺𝐾 = 𝐺𝑂且點H與點G在點F的異側、
點K介於點F與點G之間。
5.在過點H且與直線𝐷𝐸垂直的直線上作點L，使得𝐻𝐿 = 1 + 𝐷𝐾且點L與點A在直線
𝐷𝐸的同側。
6.在直線𝑂𝐴上作點M，使得點M在以𝐶L為直徑的圓上且OM > 1。
7.設點P是OM的垂直平分線與圓O的任一交點，則𝐴P是圓O內接正十七邊形的一邊。



古希臘三大作圖問題

➢倍立方體：體積為兩倍的新立方體。

➢根據古羅馬時代的歷史學家普魯塔克的記載，西元前四世紀時，希臘提洛島的內
政問題嚴重，於是市民們前往太陽神的神殿尋求太陽神的意見。太陽神的神諭是
製作正立方體、體積為太陽神祭壇兩倍的新祭壇。於是，市民們製作了長、寬、
高都成為兩倍的新祭壇獻祭給太陽神，然而內政問題卻依然沒有解決。因為新祭
壇的體積變成原來的八倍了。就在市民們熱中討論要如何作出體積兩倍的祭壇時，
不知不覺間內政問題就解決了。也因此，倍立方體的問題又被稱為提洛島問題。

➢三等分角：把任意角度分成三等份。

➢將給定的任意角度兩等分，是很簡單的尺規作圖問題。利用圓規，以角度的頂點
為圓心畫一個圓弧，這個圓弧與角的兩邊有兩個交點，於是，再分別以這兩個焦
點為圓心，以相同的半徑畫弧，將角的頂點與兩弧的交點相連，所形成的直線，
就可以將角兩等分。既然可以將角兩等分，那把角三等分應該也不會太難吧。出
乎意料的，這變成了作圖學的難題。

➢化圓為方：作出跟圓面積相同的正方形。

➢圓面積的算法是𝜋 ⋅（半徑）2，因此只要能做出圓的半徑的 𝜋倍的線段，就能夠
以此線段為邊長，做出與圓形面積相同的正方形了。英語裡有一句諺語「square 
the circle」（將圓形化為正方形），意思就是「企圖想做不可能的事」。這個
問題也是從古到今，做圖學難題中的難題。

➢數學家花了2000年的時光，經年累月努力著想解開這些作圖難題。然而，倍立方體及
三等分角在十七世紀、化圓為方在十九世紀，卻被證實了不可能只靠尺規作圖來解答。
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尤拉多面體公式

➢尤拉提出，柯西證明。公式：V-E+F=2（V頂點數、E稜線數、F面數）。

➢證明：令V-E+F=k，接下來對多面體做一些操作，觀察k值的變化。首先擦掉多面體的
其中一面，然後將剩下的部分變形、擠壓畫到平面圖形上，這時它的k值較原本的多面
體少1。再來對平面上的圖形不斷擦邊、擦角，而這些操作都不會改變k值。最後會擦
到剩下一個三角形，此刻k值為1。原本多面體的k值較後來的k值多1，由此可知原本多
面體的k值為2。

柏拉圖正多面體

➢古希臘時代，人們便知道有五種正多面體存在，分別為正四面體、正六面體、正八面
體、正十二面體以及正二十面體。當時的哲學家柏拉圖相信世界由四種物質構成，並
且這些正多面體分別是組成不同物質的基本元素：正四面體組成火、正六面體組成土、
正八面體面體組成風、正二十面體則組成水。（另外，柏拉圖認為宇宙存在著某個不
為人知的、由正十二面體組成的「第五種物質」。）假如柏拉圖的「正多面體元素說」
為真，每一種構成宇宙的物質確實都由某種正多面體組成，那麼有沒有可能宇宙根本
不只是由五種物質構成，而正多面體也不只五種？事實上不會，因為後來就有人用數
學證明了正多面體只有五種。

➢正多面體定義：所有的面皆為正多邊形且相互全等，而每個面與面之間的夾角都相等。

➢正多面體種類：（僅）正四、六、八、十二、二十面體（合稱柏拉圖正多面體）。

➢（正多面體只有五種）證明：任意多面體的任意頂點必為「不少於三」個正多邊形
（面）的共用頂點，因此只要列舉出所有可能情形便可得所有正多面體種類。可能情
形包含：該頂點為（1）三個正三角形、（2）四個正三角形、（3）五個正三角形、
（4）三個正方形、或（5）三個正五邊形的共用頂點。剛好，這五種可能情形就分別
是正四、正六、正八、正十二、和正二十面體的情形，得證正多面體恰有五種。
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➢ 封面圖片

➢ 艾雪《天與水》（圖片來源：https://reurl.cc/Zj8X5p）

➢ 艾雪《遭遇》（圖片來源：https://reurl.cc/q1akj0）

➢ 艾雪《白天與黑夜》（圖片來源：https://reurl.cc/px8LR4）

➢ 封底圖片

➢ 三等分角摺紙作圖

➢ 立方倍積摺紙作圖

如果別人思考數學的真理像我一樣深入持久，

他也會找到我的發現。 ——高斯


